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Using historical contexts in the secondary mathematics classroom:
the case of visualization connecting geometry with algebra

Summary: The teaching and learning of algebra in the stage of compulsory secondary education
includes structures, relationships and language, but the introduction and use of this language is
difficult for most students by degree of abstraction involved.

This article presents the results of research that has studied the extent to which the introduc-
tion of geometric diagrams historical related to the curriculum of secondary education, encoura-
ges students solve certain problems. That is, identify potential opportunities for learning and their
respective effects on introducing geometrical diagrams historic tasks of students.

Key words: teaching / learning of algebra, geometry-algebra connection, visualization, historical
context, al-Khwarizmi, Liu Hui

Introduccié

En l'etapa de I'educacié secundaria obligatoria I'ensenyament-aprenentatge de
l'algebra inclou estructures, relacions i llenguatge, pero la introduccié i I'as
d’aquest llenguatge és dificil per a la majoria de I'alumnat pel grau d’abstraccio
que comporta.
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Lalgebra és el bloc de continguts més extens del curriculum de matematiques (Catalunya. Decret
143/2007), per aquesta rad s’ha centrat I'estudi en un camp de treball més acotat: la visualitzacié d’al-
guns processos matematics. La decisié sha pres perque hi ha moltes teories sobre els avantatges
d’aquest metode, dins de I'ambit educatiu i en particular en I'ambit educatiu matematic (Arcavi, 2003;
Burgués, 2008; (Giaquinto, 2007; Mason et al., 2005), i també pel paper que té en el mon d’'avui dia.

En el treball es planteja la idoneitat de relacionar el llenguatge simbolic de I'algebra amb la geo-
metria, amb la intenci6 de potenciar el pensament i el raonament visual dels alumnes, per a millorar
l'aprenentatge d’aquest nou llenguatge a base de fer-lo més significatiu i lligat a l'adquisicio de les
competencies basiques de 'ambit matematic (Burgués & Serramona, 2013). Leina utilitzada per a
establir la connexié geometria-algebra son els diagrames.

La introducci6 de diagrames pretén connectar el pensament simbolic propi de I'algebra amb el pen-
sament visual relacionat amb les figures geometriques. Historiadors, pedagogs (Katz & Barton, 2007) i
molts especialistes en didactica de la matematica (NCTM, 2000; Niss, 2002; 2011) defensen la connexio
entre continguts aparentment diferents com una de les accions integrades en els processos matematics.

Fa uns anys havia estudiat alguns diagrames que provenien de la historia de les matematiques, i
els havia dut a l'aula (Guevara et al., 2006; Guevara, 2009; Guevara & Massa, 2009), perd no havia
analitzat fins a quin punt la seva introducci¢ havia millorat I'aprenentatge dels alumnes. Ara era
'ocasio de posar-los en el punt de mira perque s'ajustaven perfectament a determinats continguts del
curriculum d’algebra sobre els quals es volia incidir.

Els problemes proposats als alumnes corresponen a situacions on intervenen triangles rectangles o
bé a la resolucio d’equacions de 2n grau. En tots els casos, la proposta passa perque els alumnes trans-
fereixin el raonament expressat en forma lingtiistica (expressions algebraiques de 2n grau) al raona-
ment visual amb diagrames (figures amb quadrats i rectangles) que son la interpretacio geometrica de

Ficura 1. Diagrames dels Nou capitols en I'edicié de Bao Ficura 2. Al-Khwarizmi (813), Tractat d’algebra
Huanzhi (1213) segons Chemla & Shudrun (2005). (edicié de F. Rosen, 1831).
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les expressions algebraiques de 2n grau. Per tant, la recerca esta centrada en el procés d’aprenentatge
dels alumnes, especificament en els resultats aconseguits pels alumnes utilitzant aquests diagrames.

Els problemes en els quals intervenen triangles rectangles corresponen al capitol 9 dels Nou ca-
pitols, problemes 1-13 i 24 en la versi6 de Chemla & Shuchun (2005). En la figura 1 es reprodueix
un d’aquests diagrames. El que interessa destacar és la justificacio del procediment de calcul del text
classic (s. I) amb raonaments geometrics que fa Lui Hui en I'edici6 de 'any 263. Aquests raonaments
geometrics han estat estudiats i transcrits en forma de figures per diferents historiadors de la mate-
matica xinesa antiga (Cullen, 1996; Chemla & Shuchun, 2005; Dauben, 2007).

La resolucié d’equacions de segon grau completant quadrats geometrics sha desenvolupat
a partir del text d’al-Khwarizmi, segons I'edicié de E Rosen (1831), en la reedici6 de 1986, i de les
aportacions de Massa (2005), Guevara (2009) i Guevara i Massa (2009). En la figura 2 es reprodueix
un d’aquests diagrames.

La resoluci6 d'un problema amb diagrames de calcul, en la linia de classificacio dels diagrames
de Giardino (2009), conté dos tipus d’elements, els diagrames i les accions diverses que intervenen
en relacio amb els diagrames: construccio, transformacio, interpretacio i lectura. El fil conductor de
l'analisi duta a terme ha estat identificar aquestes quatre accions en els treballs dels alumnes. A partir
dels resultats obtinguts shan elaborat les conclusions del treball i shan classificat i organitzat en

quatre blocs: traduccio, transformacio, raonament diagramatic i avantatges en 1'ts de diagrames.

Traduccio

En aquest apartat es recullen conclusions sobre les equivalencies que estableixen el alumnes entre el
llenguatge algebraic i la seva representacio geometrica; com reconeixen les dades del problema i les
transfereixen damunt del primer diagrama, i com identifiquen les relacions entre les dades del pro-
blema i les traslladen al diagrama de dades i després al primer diagrama de calcul.

De les sis conclusions que es recullen en el treball referides a la traduccio (Guevara, 2015: 428-
435) destacariem com a més rellevant la tercera: els alumnes associen els termes de 1r grau amb
coeficients unitaris (x) a longituds, els de 1r grau amb altres coeficients (6x) a arees i els de 2n grau
també a arees. Els valors numerics, amb longituds o amb arees.

En la figura 3 es poden observar les equivalencies que estableix una alumna entre els termes 6x, x
i40iels costats i les arees de la figura, mitjancant les etiquetes corresponents que situa dins de la figu-
ra, quan es tracta de valors que corresponen a arees, o damunt del costat, quan es tracta de longituds.

Fiaura 3. Produccié d’una alumna amb 6x, x i 40.
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Transformacio

En aquest apartat es recullen les conclusions sobre els processos de transformacio dels diagrames;
quines son les series clau de transformacio dels diagrames per a la resolucié del problema i la seva
predictibilitat; el nombre de diagrames que conté la serie associada a un tipus de problema; el nom-
bre de diagrames que fa un alumne determinat per resoldre un determinat tipus de problema, i,

finalment, l'estructura i el sentit de les transformacions.

Ficura 4. Resolucié completa de I'alumna 1.

De les quatre conclusions que recull el treball referides a la transformacio (Guevara, 2015: 435-
445) destacariem com a més significativa la primera: el fil conductor que guia els processos de trans-
formacio dels diagrames és la transformacio de les arees de les figures (quadrats i rectangles) que
contenen els diagrames.

En la figura 4 es pot veure la resolucio d’'una alumna en un problema de triangles rectangles en
que el fil conductor del procés és la transformacio de l'area 256. En la figura 5, una altra alumna resol
l'equacio x* + 6x = 40 i ara el fil conductor del procés és la transformacio de I'area 40.

Ficura 5. Resolucioé completa d’una alumna.
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Raonament diagramatic

En aquest apartat es recullen les conclusions del treball pel que fa al raonament estrategic diagrama-
tic; s'identifiquen els elements clau dels diagrames per a la resolucié dels problemes i el que repre-
senten en el raonament fet pels alumnes.

Mancosu (2005) diferencia entre visualitzaci6 i raonament diagramatic. Utilitza el terme vi-
sualitzacio en parlar dels treballs de Giaquinto (1992), que defensa els diagrames com a eina de
descobriment. En canvi, parla de raonament diagramatic quan es refereix al treball de Barwise i
Etchemendy (1996), que avalen els diagrames com a eina de demostraci6. En la recerca, els alum-
nes descobreixen la solucié del problema mitjancant la transformacio (demostracio) dels dia-
grames.

De les tres conclusions referides al raonament diagramatic (Guevara, 2015: 445-451) destaca-
riem com a més rellevant la segona: les etiquetes essencials que utilitzen els alumnes son les etiquetes
numeriques per davant de les algebraiques. Sense elles, el diagrama no fa de fil conductor.

En la figura 6 es pot veure el procés de resolucié d'una alumna per a 'equacio x* + 6x = 40 en el
qual no utilitza cap etiqueta algebraica:

Ficura 6. Resolucié d’una alumna sense cap etiqueta algebraica.

Avantatges en I’Gs de diagrames

En aquest apartat s'inclouen conclusions més globals referides als avantatges i inconvenients en I'as
de diagrames per a la resolucio de problemes a 'ESO que es corresponen amb la finalitat tltima de
l'estudi presentat.

Giardino (2014) afirma que I'avantatge cognitiu d’utilitzar diagrames no esta determinat tnica-
ment pel fet que els diagrames son «més visuals» que les frases linguistiques, sin6 que els diagrames
representen un avantatge cognitiu no per principi, sin6é que depen del problema plantejat. Per aixo
s’han considerat els avantatges relacionats amb les tasques proposades i també quins conceptes ha de
tenir assolits 'alumnat per tal de ser capac d'utilitzar aquests diagrames que relacionen I'algebra amb
la geometria.

Sobre els avantatges de s de diagrames s’han obtingut quatre conclusions. La primera: els
alumnes han optat majoritariament pel metode geometric perque se senten més comodes amb el
raonament visual. La segona: amb el raonament visual els alumnes son més eficacos, hi ha més alum-
nes que ho resolen bé, i a més ho resolen millor. La tercera: per a manipular amb soltesa els diagrames
de calcul els alumnes han de distingir entre perimetre i area, i entre mesura de longitud i de super-
ficie. La quarta: perque els alumnes puguin connectar geometria amb algebra han de tenir desenvo-
lupades com a minim dues capacitats. La primera, identificar i distingir de quantes figures esta
construida una determinada figura; la segona, interpretar i traduir dades d'una relacio algebraica a
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longituds i arees d’'una figura geometrica i viceversa, des de la figura geometrica llegir les relacions
entre dades que conté o expressar-les a través d’'una formula o equacio (Guevara, 2015: 452-458).

De les quatre conclusions referides als avantatges en I'tis de diagrames destacariem com a més
significativa la tercera.

Ficura 7. Suma d’arees i longituds en la resolucié d’una alumna.

En la figura 7 es pot veure la resolucié d'una alumna que suma valors corresponents a arees i a
longituds. Aquest fet li impedeix arribar al resultat final correctament.

Implicacions pedagogiques per a ’ensenyament i 'aprenentatge de I'algebra

Els resultats recollits en I'analisi de les activitats dels alumnes i les conclusions generades ens perme-
ten afirmar que 'ensenyament de I'algebra en els primers cursos s’hauria de fer amb activitats que
promoguin el raonament visual, i una eina adequada per a fer-ho son els diagrames. Es a dir, que la
introducci6 de l'algebra, a més de ser una generalitzacié de I'aritmetica, un model on les regles amb
nombres passen a ser regles amb lletres, hauria de tenir també un component visual, el que déna la
interpretacio geometrica de les formules de I'algebra. En aquest paradigma les expressions lineals es
poden interpretar, en funcié de la situacio, com a arees o com a longituds de segments, i les expres-
sions quadratiques s’interpreten com a arees. Totes les operacions i les regles per a dur-les a terme
tenen la seva interpretacio en el model geometric. D’aquesta manera les propietats de les operacions
no es justifiquen unicament amb unes regles o amb una gramatica dels simbols, sin6 que tenen un
equivalent en el model geometric.

Passar de l'aritmetica a I'algebra saltant-se la geometria es pot considerar com un error didactic-
historic, que té explicacio en el context del segle xvii quan la forca del nou llenguatge simbolic va
desplacar el raonament geometric visual, perd no en el segle xx1 (Katz & Barton, 2007). Al llarg de
molts segles la humanitat, en absencia del llenguatge formal de I'algebra i només amb les quatre ope-
racions basiques de l'aritmetica, ha estat capac de resoldre problemes que ara es resolen amb equa-
cions. Avui en dia, una part important dels alumnes no arriben a resoldre aquests problemes perque
no han compres amb profunditat les regles d’aquest llenguatge i son analfabets, des del punt de vista
de les matematiques. Potser, en els inicis de 'aprenentatge de l'algebra, cal retornar al raonament dels
matematics antics, ja que ells resolien problemes i feien calculs pero es basaven en models geometrics

per a justificar la validesa de les seves operacions.
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